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1 (1 +
√

3 i)2−
i
π を a+ bi (a, b ∈ R) または r(cos θ + i sin θ) (r > 0, θ ∈ R) の形にせよ．

　 （10 点）

2 次の複素積分の値を求めよ． （60 点）

(1)

∫
C

(
2 z +

4

3

)
dz C : z = t2 − it3 (−1 <= t <= 2)

(2)

∫
C

z

Imz
dz C : z = t+ it2

(
1

2
<= t <= 2

)
(3)

∫
C

1

(Rez)2
dz C : z = (log t)2 + i log t

(√
e <= t <= e2

)
(4)

∫
C

|z|2dz C : z = t+ i cos t
(
0 <= t <=

π

2

)
(5)

∫
C

(2Rez + Imz)dz C : z = t+ i arctan t (0 <= t <= 1)

3 次の複素積分の値を求めよ．ただし，積分経路は正の向きとする． （20 点）

(1)

∫
|z|=2

7z − 4

(z + 1)(z − 3)
dz (2)

∫
|z|=3

3z − 8

z(z − 2)(z + 4)
dz

(3)

∫
|z|=4

−2z + 5

(z + 1)(3z − 7)(z − 6)
dz (4)

∫
|z|=1

1

z4(z − 2)
dz



1 (1 +
√

3 i)2−
i
π を a+ bi (a, b ∈ R) または r(cos θ + i sin θ) (r > 0, θ ∈ R) の形にせよ．

　 （10 点）

解答(
2− i

π

)
log(1 +

√
3 i) =

(
2− i

π

){
log 2 + i

( π

3
+ 2nπ

)}
= 2 log 2 +

1

3
+ 2n+ i

(
− 1

π
log 2 +

2

3
π + 4nπ

)
(n ∈ Z)

であるから

(1 +
√
3 i)2−

i
π = e(2−

i
π
) log(1+

√
3 i)

= elog 4+
1
3
+2n+i(− 1

π
log 2+ 2

3
π+4nπ)

= 4e
1
3
+2n

{
cos

(
− 1

π
log 2 +

2

3
π + 4nπ

)
+ i sin

(
− 1

π
log 2 +

2

3
π + 4nπ

)}
= 4e

1
3
+2n

{
cos

(
− 1

π
log 2 +

2

3
π

)
+ i sin

(
− 1

π
log 2 +

2

3
π

)}
(n ∈ Z)

O 1

√
3 i

2

π
3

2 次の複素積分の値を求めよ． （60 点）

(1)

∫
C

(
2 z +

4

3

)
dz C : z = t2 − it3 (−1 <= t <= 2)

(2)

∫
C

z

Imz
dz C : z = t+ it2

(
1

2
<= t <= 2

)
(3)

∫
C

1

(Rez)2
dz C : z = (log t)2 + i log t

(√
e <= t <= e2

)
(4)

∫
C

|z|2dz C : z = t+ i cos t
(
0 <= t <=

π

2

)
(5)

∫
C

(2Rez + Imz)dz C : z = t+ i arctan t (0 <= t <= 1)

解答

(1) C : z = t2 − it3 (−1 <= t <= 2)　のとき　
dz

dt
= 2t− 3it2　であるから∫

C

(
2 z +

4

3

)
dz =

∫ 2

−1

{
2(t2 + it3) +

4

3

}
· (2t− 3it2)dt

=

∫ 2

−1

{
6t5 + 4t3 +

8

3
t+ i(−2t4 − 4t2)

}
dt

=

[
t6 + t4 +

4

3
t2 + i

(
− 2

5
t5 − 4

3
t3
)]2

−1

= (64− 1) + (16− 1) +
4

3
(4− 1) + i

[
− 2

5
{32− (−1)} − 4

3
{8− (−1)}

]
= 82− 126

5
i



(2) C : z = t+ it2
(

1

2
<= t <= 2

)
　のとき　

dz

dt
= 1 + 2it　であるから∫

C

z

Imz
dz =

∫ 2

1
2

t+ it2

t2
· (1 + 2it)dt

=

∫ 2

1
2

(
1

t
− 2t+ 3i

)
dt

=
[
log t− t2 + 3it

]2
1
2

=

(
log 2− log

1

2

)
−
(
4− 1

4

)
+ 3i

(
2− 1

2

)
= 2 log 2− 15

4
+

9

2
i

(3) C : z = (log t)2 + i log t
(√

e <= t <= e2
)
　のとき　

dz

dt
= 2 log t · 1

t
+

i

t
　であるから∫

C

1

(Rez)2
dz =

∫ e2

√
e

1

(log t)4
·
(
2 log t · 1

t
+

i

t

)
dt

=

∫ e2

√
e

{
2(log t)−3 · 1

t
+ i(log t)−4 · 1

t

}
dt

=

[
−(log t)−2 − i

3
(log t)−3

]e2
√

e

= −
(

1

4
− 4

)
− i

3

(
1

8
− 8

)
=

15

4
+

21

8
i

(4) C : z = t+ i cos t
(
0 <= t <=

π

2

)
　のとき　

dz

dt
= 1− i sin t　であるから∫

C

|z|2dz =

∫ π
2

0

(t2 + cos2 t) · (1− i sin t)dt

=

∫ π
2

0

{t2 + cos2 t+ i(−t2 sin t− cos2 t sin t)}dt

=

∫ π
2

0

[
t2 +

1 + cos 2t

2
+ i{−t2 sin t+ cos2 t · (− sin t)}

]
dt

=

[
1

3
t3 +

1

2

(
t+

1

2
sin 2t

)
+ i

{
−(−t2 cos t+ 2t sin t+ 2 cos t) +

1

3
cos3 t

}] π
2

0

=
π3

24
+

1

2

{
π

2
+

1

2
(0− 0)

}
+ i

{(
π2

4
· 0− 0 · 1

)
− 2

( π

2
· 1− 0 · 0

)
− 2(0− 1) +

1

3
(0− 1)

}
=

π3

24
+

π

4
+

(
−π +

5

3

)
i



(5) C : z = t+ i arctan t (0 <= t <= 1)　のとき　
dz

dt
= 1 +

i

1 + t2
　であるから∫

C

(2Rez + Imz)dz =

∫ 1

0

(2t+ arctan t) ·
(
1 +

i

1 + t2

)
dt

=

∫ 1

0

{
2t+ arctan t+ i

(
2t

1 + t2
+ arctan t · 1

1 + t2

)}
dt

=

[
t2 +

{
t arctan t− 1

2
log(1 + t2)

}
+ i

{
log(1 + t2) +

1

2
(arctan t)2

}]1
0

= 1 +
(
1 · π

4
− 0 · 0

)
− 1

2
(log 2− 0) + i

{
(log 2− 0) +

1

2

(
π2

16
− 0

)}
= 1 +

π

4
− 1

2
log 2 +

(
log 2 +

π2

32

)
i

3 次の複素積分の値を求めよ．ただし，積分経路は正の向きとする． （20 点）

(1)

∫
|z|=2

7z − 4

(z + 1)(z − 3)
dz (2)

∫
|z|=3

3z − 8

z(z − 2)(z + 4)
dz

(3)

∫
|z|=4

−2z + 5

(z + 1)(3z − 7)(z − 6)
dz (4)

∫
|z|=1

1

z4(z − 2)
dz

解答

(1)
7z − 4

(z + 1)(z − 3)
=

A

z + 1
+

B

z − 3
　…… 1⃝ 　と分解できるから∫

|z|=2

7z − 4

(z + 1)(z − 3)
dz =

∫
|z|=2

(
A

z + 1
+

B

z − 3

)
dz

= A · 2πi

である．ここで， 1⃝ の分母をはらうと

　 7z − 4 = A(z − 3) +B(z + 1)

であるから，z = −1 を代入して

　−11 = −4A　　...　A =
11

4

よって∫
|z|=2

7z − 4

(z + 1)(z − 3)
dz =

11

4
· 2πi = 11

2
πi

O−1 2

(2)
3z − 8

z(z − 2)(z + 4)
=

A

z
+

B

z − 2
+

C

z + 4
　…… 1⃝　と分解できるから∫

|z|=3

3z − 8

z(z − 2)(z + 4)
dz =

∫
|z|=3

(
A

z
+

B

z − 2
+

C

z + 4

)
dz

= (A+B) · 2πi

である．ここで， 1⃝ の分母をはらうと

　 3z − 8 = A(z − 2)(z + 4) +Bz(z + 4) + Cz(z − 2)

であるから，z = −4 を代入して

　−20 = 24C　　...　C = − 5

6

z2 の係数を比較して

　 0 = A+B + C　　...　A+B = −C =
5

6

よって∫
|z|=3

3z − 8

z(z − 2)(z + 4)
dz =

5

6
· 2πi = 5

3
πi

3O 2



(3)
−2z + 5

(z + 1)(3z − 7)(z − 6)
=

A

z + 1
+

B

3z − 7
+

C

z − 6
　…… 1⃝　と分解できるから

∫
|z|=4

−2z + 5

(z + 1)(3z − 7)(z − 6)
dz =

∫
|z|=4

 A

z + 1
+

B

3

z − 7

3

+
C

z − 6

 dz

=

(
A+

B

3

)
· 2πi

である．ここで， 1⃝ の分母をはらうと

　−2z + 5 = A(3z − 7)(z − 6) +B(z + 1)(z − 6) + C(z + 1)(3z − 7)

であるから，z = 6 を代入して

　−7 = 77C　　...　C = − 1

11

z2 の係数を比較して

　 0 = 3A+B + 3C　　...　A+
B

3
= −C =

1

11

よって∫
|z|=4

−2z + 5

(z + 1)(3z − 7)(z − 6)
dz =

1

11
· 2πi = 2

11
πi

4−1 O 7
3

(4)
1

z4(z − 2)
=

A

z
+

B

z2
+

C

z3
+

D

z4
+

E

z − 2
　…… 1⃝　と分解できるから∫

|z|=1

1

z4(z − 2)
dz =

∫
|z|=1

(
A

z
+

B

z2
+

C

z3
+

D

z4
+

E

z − 2

)
dz

= A · 2πi

である．ここで， 1⃝ の分母をはらうと

　 1 = Az3(z − 2) +Bz2(z − 2) + Cz(z − 2) +D(z − 2) + Ez4

であるから，z = 2 を代入して

　 1 = 16E　　...　E =
1

16

z4 の係数を比較して

　 0 = A+ E　　...　A = −E = − 1

16

よって∫
|z|=1

1

z4(z − 2)
dz = − 1

16
· 2πi = − π

8
i

1O


