
(RN , ‖ · ‖p) (1 ≤ p ≤ ∞)

x =




x1

...

xN


 ∈ RN に対して

‖x‖p :=





(
N∑

k=1

|xk|p
) 1

p

(1 ≤ p < ∞)

max
1≤k≤N

|xk| (p = ∞)

とおくと, ‖ · ‖p はノルムの公理
(N1) ‖x‖p ≥ 0, ‖x‖p = 0 ⇔ x = 0

(N2) ‖αx‖p = |α|‖x‖p (α ∈ R)

(N3) ‖x + y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p

を満たす. (N1), (N2) は容易だが, (N3) を示すには次の定理が必要.

定理
1 < p < ∞ に対して, 1 < q < ∞ を 1

p
+ 1

q
= 1 となるようにとる (この q を p の共役指

数という).

(1)
ヤ ン グ

Young の不等式

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq (a, b > 0)

(2)
ヘ ル ダ ー

Hölder の不等式

N∑

k=1

|xkyk| ≤
(

N∑

k=1

|xk|p
) 1

p
(

N∑

k=1

|yk|q
) 1

q

(3)
ミ ン コ フ ス キ ー

Minkowski の不等式

(
N∑

k=1

|xk + yk|p
) 1

p

≤
(

N∑

k=1

|xk|p
) 1

p

+

(
N∑

k=1

|yk|p
) 1

p

(N3) の証明
(1) p = 1 のとき

‖x + y‖1 =
N∑

k=1

|xk + yk| ≤
N∑

k=1

(|xk|+ |yk|) =
N∑

k=1

|xk|+
N∑

k=1

|yk| = ‖x‖1 + ‖y‖1

(2) 1 < p < ∞ のとき, Minkowski の不等式そのもの.

(3) p = ∞ のとき, 任意の k = 1, . . . , N に対して

|xk + yk| ≤ |xk|+ |yk| ≤ ‖x‖∞ + ‖y‖∞
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となるので
‖x + y‖∞ = max

1≤k≤N
|xk + yk| ≤ ‖x‖∞ + ‖y‖∞

定理の証明
(1) 右図より

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq (a, b > 0)

が成り立つ.

※等号は b = ap−1 を変形した ap = bq のときに
成立.

O x

y

a

b

y = xp−1 (x = yq−1)

1

q
bq

1

p
ap

(2) a :=
|xk|
‖x‖p

, b :=
|yk|
‖y‖q

として Young の不等式を使うと

|xkyk|
‖x‖p‖y‖q

≤ 1

p
· |xk|p
‖x‖p

p
+

1

q
· |yk|q
‖y‖q

q
=

1

p‖x‖p
p
|xk|p +

1

q‖y‖q
q
|yk|q

k = 1, . . . , N の和をとれば

1

‖x‖p‖y‖q

N∑

k=1

|xkyk| ≤ 1

p‖x‖p
p

N∑

k=1

|xk|p +
1

q‖y‖q
q

N∑

k=1

|yk|q =
1

p
+

1

q
= 1

...
N∑

k=1

|xkyk| ≤ ‖x‖p‖y‖q =

(
N∑

k=1

|xk|p
) 1

p
(

N∑

k=1

|yk|q
) 1

q

(3) (∗) に Hölder の不等式を使い, (p− 1)q = p に注意すれば

N∑

k=1

|xk + yk|p =
N∑

k=1

|xk + yk||xk + yk|p−1

≤
N∑

k=1

|xk||xk + yk|p−1 +
N∑

k=1

|yk||xk + yk|p−1 · · · (∗)

≤
(

N∑

k=1

|xk|p
) 1

p
(

N∑

k=1

|xk + yk|p
) 1

q

+

(
N∑

k=1

|yk|p
) 1

p
(

N∑

k=1

|xk + yk|p
) 1

q

=





(
N∑

k=1

|xk|p
) 1

p

+

(
N∑

k=1

|yk|p
) 1

p





(
N∑

k=1

|xk + yk|p
) 1

q

...

(
N∑

k=1

|xk + yk|p
) 1

p

=

(
N∑

k=1

|xk + yk|p
)1− 1

q

≤
(

N∑

k=1

|xk|p
) 1

p

+

(
N∑

k=1

|yk|p
) 1

p
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例
Bp := {x ∈ RN | ‖x‖p = 1} を (RN , ‖ · ‖p) におけ
る単位球 (面) という.

N = 2 のときは




B1 : |x1|+ |x2| = 1

B2 : x2
1 + x2

2 = 1

B∞ : max{|x1|, |x2|} = 1

より, 右図のようになる.

O x1

x2

1

1

−1

−1
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