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§７．積分法

０．導入

目的 曲線で囲まれた図形の面積を
:::::::
求める

　　　　　　　　　　　　（正確には，定める）

方法 与えられた図形を長方形で近似

⇓ 詳しく（簡単な場合）

連続関数 f : [a, b] −→ [0,∞) に対し

y = f(x)，x 軸，x = a，x = b

で囲まれる図形の面積 S を以下のように定義．

閉区間 [a, b] を

∆ : a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b

|∆| = max{xk − xk−1 | 1 <= k <= n}

と分割し，k = 1, 2, · · · , n に対し xk−1 <= ξk <= xk なる ξk を任意にとる．
このとき

lim
|∆|→0
:::::

n∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

::::::::::::::::::::::

↑ ↑
分割を細かくする 下図の斜線部の面積　　　　　　　　　　

が存在する（証明は難しい）．

　

O

y

a b x

y = f(x)

xn−1x2x1

· · ·

左図では，n 等分，ξk = xk−1
::::::::::

　　　　　　　　　（左端）
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↓
この値で求める面積 S を定め，a から b までの f(x) の定積分といい

S =

∫ b

a

f(x)dx

と表した．

∫ b

a

f(x)dx = S = lim
|∆|→0

n∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

（これの特別な場合が区分求積法）

さらに，a <= x <= b に対して，下図の斜線部の面積を S(x) とすると




S ′(x) = f(x)∫ b

a

f(x)dx = S(b)− S(a)

が成り立つことが示された（証明は難しい）．

　

O

y

a x b x

y = f(x)

S(x) =

∫ x

a

f(t)dt
::::::::::

　　　（正確には，これを不定積分
　　　　という）

結論 面積（定積分）は，
S ′(x) = f(x)

を満たす S(x)（このような関数を f(x) の原始関数という）により求まる．

※正確には「原始関数 6=不定積分」だが，f が連続
:::::::::

のときは

原始関数 =不定積分
（これを式で表したものが微積分の基本定理）

以下，連続関数を扱うので，原始関数と不定積分を区別しない．
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１．不定積分，原始関数
f(x)：given（連続）
F (x)
:::::

：F ′(x) = f(x) を満たすもの

↑
f(x) の不定積分または原始関数といい，記号

∫
f(x)dx で表す

※C を（任意）定数とすると

{F (x) + C}′ = F ′(x) + (C)′ = f(x)

より，F (x) + C も f(x) の不定積分となる．

...

∫
f(x)
::::

dx = F (x) + C
::

↑ ↑
被積分関数 積分定数

※この授業では，積分定数 C を省略する．

２．不定積分の公式

(1)

∫
1dx

(
=

∫
dxとかく

)
= x

(2)

∫
xαdx =

1

α + 1
xα+1 (α 6= −1)

特に
∫

xdx =
1

2
x2,

∫
x2dx =

1

3
x3,

∫
x3dx =

1

4
x4, · · ·

(3)

∫
1

x
dx = log |x|

(4)

∫
exdx = ex

(6)

∫
sin xdx = − cos x

(7)

∫
cos xdx = sin x

(8)

∫
1

cos2 x
dx = tan x

※一般形
A,B：定数，A 6= 0

(2)

∫
(Ax + B)αdx =

1

A
· 1

α + 1
(Ax + B)α+1 (α 6= −1)

(3)

∫
1

Ax + B
dx =

1

A
· log |Ax + B|

(4)

∫
eAx+Bdx =

1

A
· eAx+B

(6)

∫
sin(Ax + B)dx =

1

A
· {− cos(Ax + B)}

(7)

∫
cos(Ax + B)dx =

1

A
· sin(Ax + B)

(8)

∫
1

cos2(Ax + B)
dx =

1

A
· tan(Ax + B)
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問題７．１

(1)

∫
(2x2 + x)dx =

2

3
x3 +

1

2
x2

(5)

∫
1

x2
dx =

∫
x−2dx =

1

−2 + 1
x−2+1 = − 1

x

(7)

∫
x5 + 1

x4
dx =

∫
(x + x−4)dx =

1

2
x2 +

1

−4 + 1
x−4+1 =

1

2
x2 − 1

3x3

(8)

∫
x2 + 2√

x
dx =

∫
(x

3
2 + 2x−

1
2 )dx =

1
3
2

+ 1
x

3
2

+1 + 2 · 1

− 1
2

+ 1
x−

1
2

+1 =
2

5
x

5
2 + 4

√
x

(9)

∫
x2 + 1

x
dx =

∫ (
x +

1

x

)
dx =

1

2
x2 + log |x|

(12)

∫
1√

2x + 1
dx =

∫
(2x + 1)−

1
2 dx =

1

2
· 1

− 1
2

+ 1
(2x + 1)−

1
2

+1 =
√

2x + 1

(18)

∫
sin2 xdx =

∫
1

2
(1− cos 2x)dx =

1

2

(
x− 1

2
sin 2x

)
=

1

2
x− 1

4
sin 2x

※ 2 倍角の公式 cos 2x = 1− 2 sin2 x より sin2 x =
1

2
(1− cos 2x)

(20)

∫
tan2 xdx =

∫ (
1

cos2 x
− 1

)
dx = tan x− x

※ 1 + tan2 x =
1

cos2 x
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