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例

(1) A =

(
1 2

3 2

)

λ = −1 のとき，固有ベクトルの 1 つは x =

(
1

−1

)

λ = 4 のとき，固有ベクトルの 1 つは x =

(
2

3

)

(2) A =




4 −1 −2

2 1 −2

1 −1 1




ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣

λ− 4 1 2

−2 λ− 1 2

−1 1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣
C1+(C2+C3)

=

∣∣∣∣∣∣∣

λ− 1 1 2

λ− 1 λ− 1 2

λ− 1 1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣

= (λ− 1)

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 2

1 λ− 1 2

1 1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣

R2−R1
R3−R1= (λ− 1)

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 2

0 λ− 2 0

0 0 λ− 3

∣∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)

∣∣∣∣∣
λ− 2 0

0 λ− 3

∣∣∣∣∣

= (λ− 1)(λ− 2)(λ− 3) = 0 ... λ = 1, 2, 3

λ = 1 のとき
連立方程式 (E − A)x = 0 を掃出法により解く．

(E − A | 0) =



−3 1 2 0

−2 0 2 0

−1 1 0 0


 R1↔R3−→



−1 1 0 0

−2 0 2 0

−3 1 2 0


 −R1−→




1 −1 0 0

−2 0 2 0

−3 1 2 0




R2+2R1
R3+3R1−→




1 −1 0 0

0 −2 2 0

0 −2 2 0


 − 1

2
R2−→




1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 −2 2 0




R1+R2
R3+2R2−→




1 0 −1 0

0 1 −1 0

0 0 0 0




より，連立方程式は

{
x1 − x3 = 0

x2 − x3 = 0
と同じ． ...




x1

x2

x3


 =




t

t

t


 = t




1

1

1


 (t ∈ R)

λ = 2 のとき
連立方程式 (2E − A)x = 0 を掃出法により解く．

(2E − A | 0) =



−2 1 2 0

−2 1 2 0

−1 1 1 0


 R1↔R3−→



−1 1 1 0

−2 1 2 0

−2 1 2 0


 −R1−→




1 −1 −1 0

−2 1 2 0

−2 1 2 0




R2+2R1
R3+2R1−→




1 −1 −1 0

0 −1 0 0

0 −1 0 0


 −R2−→




1 −1 −1 0

0 1 0 0

0 −1 0 0




R1+R2
R3+R2−→




1 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0
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より，連立方程式は

{
x1 − x3 = 0

x2 = 0
と同じ． ...




x1

x2

x3


 =




t

0

t


 = t




1

0

1


 (t ∈ R)

λ = 3 のとき
連立方程式 (3E − A)x = 0 を掃出法により解く．

(3E − A | 0) =



−1 1 2 0

−2 2 2 0

−1 1 2 0


 −R1−→




1 −1 −2 0

−2 2 2 0

−1 1 2 0




R2+2R1
R3+R1−→




1 −1 −2 0

0 0 −2 0

0 0 0 0




− 1
2

R2−→




1 −1 −2 0

0 0 1 0

0 0 0 0


 R1+2R2−→




1 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0




より，連立方程式は

{
x1 − x2 = 0

x3 = 0
と同じ． ...




x1

x2

x3


 =




t

t

0


 = t




1

1

0


 (t ∈ R)

以上により

λ = 1 のとき，固有ベクトルの 1 つは x =




1

1

1




λ = 2 のとき，固有ベクトルの 1 つは x =




1

0

1




λ = 3 のとき，固有ベクトルの 1 つは x =




1

1

0




(3) A =



−3 −2 −2

2 1 2

2 2 1




ϕA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣

λ + 3 2 2

−2 λ− 1 −2

−2 −2 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣
R1+(R2+R3)

=

∣∣∣∣∣∣∣

λ− 1 λ− 1 λ− 1

−2 λ− 1 −2

−2 −2 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣

= (λ− 1)

∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1

−2 λ− 1 −2

−2 −2 λ− 1

∣∣∣∣∣∣∣

C2−C1
C3−C1= (λ− 1)

∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0

−2 λ + 1 0

−2 0 λ + 1

∣∣∣∣∣∣∣
= (λ− 1)

∣∣∣∣∣
λ + 1 0

0 λ + 1

∣∣∣∣∣

= (λ− 1)(λ + 1)2 = 0 ... λ = 1, −1, −1

λ = 1 のとき
連立方程式 (E − A)x = 0 を掃出法により解く．

(E − A | 0) =




4 2 2 0

−2 0 −2 0

−2 −2 0 0




1
2

R1−→




2 1 1 0

−2 0 −2 0

−2 −2 0 0




R2+R1
R3+R1−→




2 1 1 0

0 1 −1 0

0 −1 1 0
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R1−R2
R3+R2−→




2 0 2 0

0 1 −1 0

0 0 0 0




1
2

R1−→




1 0 1 0

0 1 −1 0

0 0 0 0




より，連立方程式は

{
x1 + x3 = 0

x2 − x3 = 0
と同じ． ...




x1

x2

x3


 =




t

−t

−t


 = t




1

−1

−1




(t ∈ R)

λ = −1 のとき
連立方程式 (−E − A)x = 0 を掃出法により解く．

(−E − A | 0) =




2 2 2 0

−2 −2 −2 0

−2 −2 −2 0




1
2

R1−→




1 1 1 0

−2 −2 −2 0

−2 −2 −2 0




R2+2R1
R3+2R1−→




1 1 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0




より，連立方程式は x1 + x2 + x3 = 0 と同じ．

...




x1

x2

x3


 =




s

t

−s− t


 =




s

0

−s


 +




0

t

−t


 = s




1

0

−1


 + t




0

1

−1


 (s, t ∈ R)

以上により

λ = 1 のとき，固有ベクトルの 1 つは x =




1

−1

−1




λ = −1（2 重解）のとき，固有ベクトルの 2 つは x =




1

0

−1


 ,




0

1

−1
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