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1 次の積分を求めよ． （80 点）

(1)

∫ 2

−1

{∫ x2

2x−1

(7x− 2y)dy

}
dx

(2)

∫ e2

e

{∫ x

1

(log x)3

xy
dy

}
dx

(3)

∫ 2

−1

(∫ x+2

−x

yexdy

)
dx

(4)

∫ 5

1

(∫ x

1

log

√
x

y
dy

)
dx

(5)

∫ 4

0

(∫ 1

√
x
2

xe−y5dy

)
dx （順序変更）

(6)

∫ ∫
D

y3

x6
dxdy

(
D : 1 <= x2 + y2 <= 4, −x <= y <=

√
3 x
)

(7)

∫ ∫
D

y(13x− 8y)dxdy
(
D : x <= x2 + y2 <= 1, x >= 0, y >= 0

)



計算に必要なもの（抜粋）

(1) 部分積分

(2) 置換積分

　
∫

f ′(x)

f(x)
dx = log |f(x)|

　
∫

f(x)α · f ′(x)dx =
1

α+ 1
f(x)α+1 (α ̸= −1)

　
∫

ef(x) · f ′(x)dx = ef(x)

(3) 公式

　
∫ π

2

0

cosn xdx =

∫ π
2

0

sinn xdx =



π

2
(n = 0)

1 (n = 1)

(n− 1) · (n− 3) · · · · · 1
n · (n− 2) · · · · · 2

· π

2
(n = 2, 4, 6, . . . )

(n− 1) · (n− 3) · · · · · 2
n · (n− 2) · · · · · 3

· 1 (n = 3, 5, 7, . . . )
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1
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−1

(∫ x+2

−x

yexdy

)
dx
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∫ 5

1

(∫ x

1

log

√
x

y
dy

)
dx

(5)

∫ 4

0

(∫ 1

√
x
2

xe−y5dy

)
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(6)

∫ ∫
D

y3

x6
dxdy

(
D : 1 <= x2 + y2 <= 4, −x <= y <=

√
3 x
)

(7)

∫ ∫
D

y(13x− 8y)dxdy
(
D : x <= x2 + y2 <= 1, x >= 0, y >= 0

)

★減点ポイント

(1) 答えの符号ミス　→　各 2 点減点

(2) 約分忘れ　→　各 1 点減点

(3) まとめ不足やミス　→　その程度により 1 点～ 5 点減点



解答

(1)

∫ 2

−1

{∫ x2

2x−1

(7x− 2y)dy

}
dx =

∫ 2

−1

[
7xy − y2

]y=x2

y=2x−1
dx

=

∫ 2

−1

[
(7x3 − x4)− {7x(2x− 1)− (2x− 1)2}

]
dx

=

∫ 2

−1

(−x4 + 7x3 − 10x2 + 3x+ 1)dx

=

[
− 1

5
x5 +

7

4
x4 − 10

3
x3 +

3

2
x2 + x

]2
−1

=

(
− 32

5
+ 28− 80

3
+ 6 + 2

)
−
(

1

5
+

7

4
+

10

3
+

3

2
− 1

)
= − 57

20
　（10点）

(2)

∫ e2

e

{∫ x

1

(log x)3

xy
dy

}
dx =

∫ e2

e

[
(log x)3

x
log y

]y=x

y=1

dx

=

∫ e2

e

(log x)3

x
(log x− 0)dx

=

∫ e2

e

(log x)4 · 1

x
dx

=

[
1

5
(log x)5

]e2
e

=
1

5
(32− 1)

=
31

5
　（10点）

(3)

∫ 2

−1

(∫ x+2

−x

yexdy

)
dx =

∫ 2

−1

[
1

2
y2ex

]y=x+2

y=−x

dx

=

∫ 2

−1

1

2
{(x+ 2)2 − x2}exdx

=

∫ 2

−1

(2x+ 2)exdx

=
[
(2x+ 2)ex − 2ex

]2
−1

=
[
2xex

]2
−1

= 4e2 − (−2e−1)

= 4e2 +
2

e
　（順に 5点，5点）



(4)

∫ 5

1

(∫ x

1

log

√
x

y
dy

)
dx =

∫ 5

1

{∫ x

1

(
1

2
log x− log y

)
dy

}
dx

=

∫ 5

1

[
1

2
y log x− (y log y − y)

]y=x

y=1

dx

=

∫ 5

1

{
1

2
(x− 1) log x− (x log x− 1 · 0) + (x− 1)

}
dx

=

∫ 5

1

{
− 1

2
x log x− 1

2
log x+ (x− 1)

}
dx

=

[
− 1

2

(
1

2
x2 log x− 1

4
x2

)
− 1

2
(x log x− x) +

1

2
(x− 1)2

]5
1

= − 1

4
(25 log 5− 1 · 0) + 1

8
(25− 1)− 1

2
(5 log 5− 1 · 0) + 1

2
(5− 1) +

1

2
(16− 0)

= 13− 35

4
log 5　（順に 5点，5点）

(5) 積分領域は

D : 0 <= x <= 4,

√
x

2
<= y <= 1

であるが，これは

D : 0 <= y <= 1, 0 <= x <= 4y2

でもあるから
O

y

x4

1

∫ 4

0

(∫ 1

√
x
2

xe−y5dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 4y2

0

xe−y5dx

)
dy　　

(
順序変更が正しくできて 3 点
順序変更が正しくない場合，これ以降は見ない

)

=

∫ 1

0

[
1

2
x2e−y5

]x=4y2

x=0

dy

=

∫ 1

0

8y4e−y5dy

= − 8

5

∫ 1

0

e−y5 · (−5y4)dy

= − 8

5

[
e−y5

]1
0

= − 8

5

(
1

e
− 1

)
=

8

5

(
1− 1

e

)
　（7点）



(6)

{
x = r cos θ

y = r sin θ

(
r >= 0

θ：1 周分

)
　とおくと

∫ ∫
D

y3

x6
dxdy

(
D : 1 <= x2 + y2 <= 4, −x <= y <=

√
3x
)

=

∫ ∫
D′

r3 sin3 θ

r6 cos6 θ
· rdrdθ

(
D′ : 1 <= r <= 2, − π

4
<= θ <=

π

3

)
=

(∫ 2

1

1

r2
dr

)
×

(∫ π
3

− π
4

sin3 θ

cos6 θ
dθ

)

=

[
− 1

r

]2
1

×
∫ π

3

− π
4

(1− cos2 θ) sin θ

cos6 θ
dθ

= −
(

1

2
− 1

)
×
∫ π

3

− π
4

{
−(cos θ)−6 · (− sin θ) + (cos θ)−4 · (− sin θ)

}
dθ

=
1

2
×
[
1

5
(cos θ)−5 − 1

3
(cos θ)−3

] π
3

− π
4

=
1

2

{
1

5
(32− 4

√
2 )− 1

3
(8− 2

√
2 )

}
=

28−
√

2

15
　（順に 7 点，8 点）

O x

y

1 2

(7)

{
x = r cos θ

y = r sin θ

(
r >= 0

θ：1 周分

)
　とおくと∫ ∫

D

y(13x− 8y)dxdy
(
D : x <= x2 + y2 <= 1, x >= 0, y >= 0

)
=

∫ ∫
D′

r sin θ(13r cos θ − 8r sin θ) · rdrdθ
(
D′ : 0 <= θ <=

π

2
, cos θ <= r <= 1

)
=

∫ ∫
D′

r3 sin θ(13 cos θ − 8 sin θ)drdθ

=

∫ π
2

0

{∫ 1

cos θ

r3 sin θ(13 cos θ − 8 sin θ)dr

}
dθ

=

∫ π
2

0

[
1

4
r4 sin θ(13 cos θ − 8 sin θ)

]r=1

r=cos θ

dθ

=

∫ π
2

0

1

4
(1− cos4 θ) sin θ(13 cos θ − 8 sin θ)dθ

=
1

4

∫ π
2

0

{13(cos θ sin θ − cos5 θ sin θ)− 8(sin2 θ − cos4 θ sin2 θ)}dθ

=
1

4

∫ π
2

0

[
13{− cos θ · (− sin θ) + cos5 θ · (− sin θ)} − 8(sin2 θ − cos4 θ + cos6 θ)

]
dθ

=
1

4

{
13

[
− 1

2
cos2 θ +

1

6
cos6 θ

] π
2

0

− 8

(
1

2
· π

2
− 3 · 1

4 · 2
· π

2
+

5 · 3 · 1
6 · 4 · 2

· π

2

)}

=
1

4

[
13

{
− 1

2
(0− 1) +

1

6
(0− 1)

}
− 7

4
π

]
=

13

12
− 7

16
π　（順に 7 点，8 点）

O 1 x

1

y

θ


