
第８回　　２変数関数の重積分

1. 2 変数関数の重積分（長方形）
I：a <= x <= b, c <= y <= d（座標軸に平行な長方形），f(x, y)：I で有界とする．

[a, b], [c, d] をそれぞれ

　　　 a = x0 < x1 < · · · < xm = b, c = y0 < y1 < · · · < yn = d

と分割し

　　　 Iij：xi−1 <= x <= xi, yj−1 <= y <= yj (1 <= i <= m, 1 <= j <= n)　（小長方形）

とおくと

　　　△ = {Iij | 1 <= i <= m, 1 <= j <= n}

は I の分割になる．また

　　　 |△ | = max{
√

(xi − xi−1)2 + (yj − yj−1)2
:::::::::::::::::::::::::::::

| 1 <= i <= m, 1 <= j <= n}

　　　　　　　　　（Iij の対角線の長さ）

とおき，1 <= i <= m, 1 <= j <= n に対して

　　　 (ξi, ηj) ∈ Iij　（小長方形の代表点）

を任意にとる．
分割の仕方や代表点の取り方によらず一定の極限値

　　　 lim
|△|→0

m∑
i=1

n∑
j=1

f(ξi, ηj)(xi − xi−1)(yj − yj−1)
:::::::::::::::::::::

　……(∗)

（Iij の面積）

が存在するとき，f(x, y) は I で積分可能であるという．また，(∗) を f(x, y) の I における重

積分といい，
∫ ∫

I

f(x, y)dxdy で表す．

　　　
∫ ∫

I

f(x, y)dxdy = lim
|△|→0

m∑
i=1

n∑
j=1

f(ξi, ηj)(xi − xi−1)(yj − yj−1)

定理
I：a <= x <= b, c <= y <= d とする．このとき，次が成り立つ．

(1) f(x, y)：I で連続　=⇒　 f(x, y)：I で積分可能

(2) f(x, y)：I で有界，面積 0 の集合を除いた所で連続　=⇒　 f(x, y)：I で積分可能
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2. 2 変数関数の重積分（有界閉領域）
D：R2 の有界閉領域，f(x, y)：D で有界とする．
D を含む長方形 I：a <= x <= b, c <= y <= d を 1 つとり

　　　 f̃(x, y) =

{
f(x, y) ((x, y) ∈ D)

0 ((x, y) ∈ I \D)

とおく．f̃(x, y) が I で積分可能なとき，f(x, y) は D で積分可能であるといい，f(x, y) の D

における重積分を

　　　
∫ ∫

D

f(x, y)dxdy

∫ ∫
I

f̃(x, y)dxdy

で定める．

定理
D：R2 の有界閉領域とする．このとき，次が成り立つ．

f(x, y)：D で連続　=⇒　 f(x, y)：D で積分可能

3. 重積分の累次積分への変更
g1(x), g2(x)：[a, b] で連続，a <= x <= b で g1(x) <= g2(x)

D：a <= x <= b, g1(x) <= y <= g2(x)　（縦線型領域）
f(x, y)：D で連続

=⇒
∫ ∫

D

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

{∫ g2(x)

g1(x)

f(x, y)dy

}
dx

※右辺のように順番に積分する形を累次積分という．

2



第８回　　２変数関数の重積分

【例題 1】
次の累次積分を求めよ．

(1)

∫ 2

0

(∫ 2−x

0

xy2dy

)
dx (2)

∫ 1

−2

{∫ 2−x

x2

(x+ y)dy

}
dx

(3)

∫ 6

2

(∫ x2

1

x

y2
dy

)
dx (4)

∫ 2

1

(∫ x

1
x

xydy

)
dx

(5)

∫ 3

1

(∫ x

1

log
x

y
dy

)
dx (6)

∫ 1

0

(∫ √
3

x

1

1 + y2
dy

)
dx

解答

(1)

∫ 2

0

(∫ 2−x

0

xy2dy

)
dx =

∫ 2

0

[ x
3
y3
]y=2−x

y=0
dx

=

∫ 3

0

x

3
(2− x)3dx

=

∫ 2

0

(
8

3
x− 4x2 + 2x3 − 1

3
x4

)
dx

=

[
4

3
x2 − 4

3
x3 +

1

2
x4 − 1

15
x5

]2
0

=
16

3
− 32

3
+ 8− 32

15

=
8

15

(2)

∫ 1

−2

{∫ 2−x

x2

(x+ y)dy

}
dx =

∫ 1

−2

[
xy +

1

2
y2
]y=2−x

y=x2

dx

=

∫ 1

−2

{
x(2− x) +

1

2
(2− x)2 −

(
x3 +

1

2
x4

)}
dx

=

∫ 1

−2

(
− 1

2
x4 − x3 − 1

2
x2 + 2

)
dx

=

[
− 1

10
x5 − 1

4
x4 − 1

6
x3 + 2x

]1
−2

=

(
− 1

10
− 1

4
− 1

6
+ 2

)
−
(

16

5
− 4 +

4

3
− 4

)
=

99

20
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(3)

∫ 6

2

(∫ x2

1

x

y2
dy

)
dx =

∫ 6

2

[
− x

y

]y=x2

y=1

dx

=

∫ 6

2

{(
− 1

x

)
− (−x)

}
dx

=

∫ 6

2

(
x− 1

x

)
dx

=

[
1

2
x2 − log x

]6
2

=
1

2
(36− 4)− (log 6− log 2)

= 16− log 3

(4)

∫ 2

1

(∫ x

1
x

xydy

)
dx =

∫ 2

1

[ x
2
y2
]y=x

y= 1
x

dx

=

∫ 2

1

(
1

2
x3 − 1

2x

)
dx

=

[
1

8
x4 − 1

2
log x

]2
1

=
1

8
(16− 1)− 1

2
(log 2− 0)

=
15

8
− 1

2
log 2

(5)

∫ 3

1

(∫ x

1

log
x

y
dy

)
dx =

∫ 3

1

{∫ x

1

(log x− log y)dy

}
dx

=

∫ 3

1

[
y log x− (y log y − y)

]y=x

y=1
dx

=

∫ 3

1

{
(x− 1) log x− (x log x− 1 · 0) + (x− 1)

}
dx

=

∫ 3

1

(x− 1− log x)dx

=

[
1

2
(x− 1)2 − (x log x− x)

]3
1

=
1

2
(4− 0)− (3 log 3− 1 · 0) + (3− 1)

= 4− 3 log 3
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(6)

∫ 1

0

(∫ √
3

x

1

1 + y2
dy

)
dx =

∫ 1

0

[
arctan y

]y=√
3

y=x
dx

=

∫ 1

0

( π

3
− arctanx

)
dx

=

[
π

3
x−

{
x arctanx− 1

2
log(1 + x2)

}]1
0

=
π

3
−
(
1 · π

4
− 0 · 0

)
+

1

2
(log 2− 0)

=
π

12
+

1

2
log 2

※ arctanx の原始関数は，第４回【例題 1】(5) の結果を用いた．
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1 次の累次積分を求めよ．

(1)

∫ 1

0

(∫ 4−x

0

xdy

)
dx

(2)

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

xy2dy

)
dx

(3)

∫ 1

0

(∫ 2

x

x2ydy

)
dx
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(4)

∫ 1

0

{∫ x2

0

(x+ y)dy

}
dx

(5)

∫ 1

0

{∫ 1−x

0

(5x− 3y2)dy

}
dx

7
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(6)

∫ 1

−2

{∫ x2

−1

(3x+ 7y)dy

}
dx

(7)

∫ 2

−1

{∫ x2

−3

(3x+ 2y)dy

}
dx
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(8)

∫ 1

−2

{∫ x2

x−1

(7y − x)dy

}
dx

(9)

∫ 2

−1

{∫ x2

2x−1

(2y − 3x)dy

}
dx

9



火曜クラス　１１月１５日／水曜クラス　１１月９日

(10)

∫ 2

1

(∫ x

1
x

x2

y2
dy

)
dx

(11)

∫ 6

3

(∫ x2

1

x

y2
dy

)
dx

(12)

∫ 3

1

(∫ x6

x4

x3

y2
dy

)
dx

10
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(13)

∫ 2

1

(∫ x

1

x

y
dy

)
dx

(14)

∫ 8

2

(∫ x

2

1

x2y
dy

)
dx

11
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解答

1

(1)

∫ 1

0

(∫ 4−x

0

xdy

)
dx =

∫ 1

0

[
xy
]y=4−x

y=0
dx =

∫ 1

0

x(4−x)dx =

∫ 1

0

(4x−x2)dx =

[
2x2 − 1

3
x3

]1
0

= 2− 1

3
=

5

3

(2)

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

xy2dy

)
dx =

∫ 1

0

[ x
3
y3
]y=1−x

y=0
dx =

∫ 1

0

x

3
(1− x)3dx

=
1

3

∫ 1

0

(x− 3x2 + 3x3 − x4)dx =
1

3

[
1

2
x2 − x3 +

3

4
x4 − 1

5
x5

]1
0

=
1

3

(
1

2
− 1 +

3

4
− 1

5

)
=

1

60

(3)

∫ 1

0

(∫ 2

x

x2ydy

)
dx =

∫ 1

0

[
x2

2
y2
]y=2

y=x

dx =

∫ 1

0

x2

2
(4− x2)dx =

∫ 1

0

(
2x2 − 1

2
x4

)
dx

=

[
2

3
x3 − 1

10
x5

]1
0

=
2

3
− 1

10
=

17

30

(4)

∫ 1

0

{∫ x2

0

(x+ y)dy

}
dx =

∫ 1

0

[
xy +

1

2
y2
]y=x2

y=0

dx =

∫ 1

0

(
x3 +

1

2
x4

)
dx

=

[
1

4
x4 +

1

10
x5

]1
0

=
1

4
+

1

10
=

7

20

(5)

∫ 1

0

{∫ 1−x

0

(5x− 3y2)dy

}
dx =

∫ 1

0

[
5xy − y3

]y=1−x

y=0
dx =

∫ 1

0

{
5x(1− x)− (1− x)3

}
dx

=

∫ 1

0

(x3 − 8x2 + 8x− 1)dx =

[
1

4
x4 − 8

3
x3 + 4x2 − x

]1
0

=
1

4
− 8

3
+ 4− 1 =

7

12

(6)

∫ 1

−2

{∫ x2

−1

(3x+ 7y)dy

}
dx =

∫ 1

−2

[
3xy +

7

2
y2
]y=x2

y=−1

dx

=

∫ 1

−2

{(
3x3 +

7

2
x4

)
−
(
−3x+

7

2

)}
dx =

∫ 1

−2

(
7

2
x4 + 3x3 + 3x− 7

2

)
dx

=

[
7

10
x5 +

3

4
x4 +

3

2
x2 − 7

2
x

]1
−2

=

(
7

10
+

3

4
+

3

2
− 7

2

)
−
(
− 112

5
+ 12 + 6 + 7

)
= − 63

20

(7)

∫ 2

−1

{∫ x2

−3

(3x+ 2y)dy

}
dx =

∫ 2

−1

[
3xy + y2

]y=x2

y=−3
dx =

∫ 2

−1

{
(3x3 + x4)− (−9x+ 9)

}
dx

=

∫ 2

−1

(x4 + 3x3 + 9x− 9)dx =

[
1

5
x5 +

3

4
x4 +

9

2
x2 − 9x

]2
−1

=

(
32

5
+ 12 + 18− 18

)
−
(
− 1

5
+

3

4
+

9

2
+ 9

)
=

87

20
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(8)

∫ 1

−2

{∫ x2

x−1

(7y − x)dy

}
dx =

∫ 1

−2

[
7

2
y2 − xy

]y=x2

y=x−1

dx

=

∫ 1

−2

[(
7

2
x4 − x3

)
−
{

7

2
(x− 1)2 − x(x− 1)

}]
dx

=

∫ 1

−2

{
7

2
x4 − x3 − 7

2
(x− 1)2 + x2 − x

}
dx =

[
7

10
x5 − 1

4
x4 − 7

6
(x− 1)3 +

1

3
x3 − 1

2
x2

]1
−2

=

(
7

10
− 1

4
− 0 +

1

3
− 1

2

)
−
(
− 112

5
− 4 +

63

2
− 8

3
− 2

)
= − 3

20

(9)

∫ 2

−1

{∫ x2

2x−1

(2y − 3x)dy

}
dx =

∫ 2

−1

[
y2 − 3xy

]y=x2

y=2x−1
dx

=

∫ 2

−1

[
(x4 − 3x3)−

{
(2x− 1)2 − 3x(2x− 1)

}]
dx =

∫ 2

−1

{
x4 − 3x3 − (2x− 1)2 + 6x2 − 3x

}
dx

=

[
1

5
x5 − 3

4
x4 − 1

6
(2x− 1)3 + 2x3 − 3

2
x2

]2
−1

=

(
32

3
− 12− 9

2
+ 16− 6

)
−
(
− 1

5
− 3

4
+

9

2
− 2− 3

2

)
= − 3

20

(10)

∫ 2

1

(∫ x

1
x

x2

y2
dy

)
dx =

∫ 2

1

[
− x2

y

]y=x

y= 1
x

dx =

∫ 2

1

{
(−x)− (−x3)

}
dx =

∫ 2

1

(x3 − x)dx

=

[
1

4
x4 − 1

2
x2

]2
1

= (4− 2)−
(

1

4
− 1

2

)
=

9

4

(11)

∫ 6

3

(∫ x2

1

x

y2
dy

)
dx =

∫ 6

3

[
− x

y

]y=x2

y=1

dx =

∫ 6

3

{(
− 1

x

)
− (−x)

}
dx =

∫ 6

3

(
x− 1

x

)
dx

=

[
1

2
x2 − log x

]6
3

=
1

2
(36− 9)− (log 6− log 3) =

27

2
− log 2

(12)

∫ 3

1

(∫ x6

x4

x3

y2
dy

)
dx =

∫ 3

1

[
− x3

y

]y=x6

y=x4

dx =

∫ 3

1

{(
− 1

x3

)
−
(
− 1

x

)}
dx

=

∫ 3

1

(
1

x
− 1

x3

)
dx =

[
log x+

1

2x2

]3
1

= (log 3− 0) +
1

2

(
1

9
− 1

)
= log 3− 4

9

(13)

∫ 2

1

(∫ x

1

x

y
dy

)
dx =

∫ 2

1

[
x log y

]y=x

y=1
dx =

∫ 2

1

x log xdx =

[
1

2
x2 log x− 1

4
x2

]2
1

=
1

2
(4 log 2− 1 · 0)− 1

4
(4− 1) = 2 log 2− 3

4

13
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(14)

∫ 8

2

(∫ x

2

1

x2y
dy

)
dx =

∫ 8

2

[
log y

x2

]y=x

y=2

dx =

∫ 8

2

(
log x

x2
− log 2

x2

)
dx

=

[(
− log x

x
− 1

x

)
+

log 2

x

]8
2

= −
(

1

8
log 8− 1

2
log 2

)
−
(

1

8
− 1

2

)
+

(
1

8
− 1

2

)
log 2

=
3

8
− 1

4
log 2

14


